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Le concept d’espace chez Veronese.
Une comparaison avec la conception de
Helmholtz et Poincaré
Paola Cantù
Laboratoire d’Histoire des Sciences et de Philosophie,
Archives Henri Poincaré, Nancy-Université
Résumé : Giuseppe Veronese (1854-1917) est connu pour ses études sur les es-
paces à plusieurs dimensions ; moins connus sont les écrits « philosophiques »,
qui concernent les fondements de la géométrie et des mathématiques et qui ex-
pliquent les raisons pour la construction d’une géométrie non-archimédienne
(une dizaine d’années avant David Hilbert) et la formulation d’un concept de
continu, qui contient des éléments inﬁnis et inﬁniment petits. L’article esquis-
sera quelques traits saillants de son épistémologie et analysera le rapport entre
géométrie et intuition spatiale, en comparant les conceptions de l’espace géo-
métrique dans les œuvres de Veronese, Helmholtz et Poincaré. Selon Veronese
l’espace intuitif, de même que l’espace géométrique, n’est pas euclidien et il
n’a pas un nombre déterminé de dimensions : on peut donc avoir l’intuition
aussi bien d’un espace à quatre dimensions que d’un continu non-archimédien.
Abstract: Giuseppe Veronese is known for his studies on spaces with more
dimensions; less known are his “philosophical” writings, that concern the foun-
dations of geometry and mathematics and explain the reasons for constructing
a non-Archimedean geometry (several years before David Hilbert’s Grundla-
gen) and the formulation of a concept of continuity that admits inﬁnitely big
and small quantities. After sketching some relevant aspects of Veronese’s epis-
temology, the article will analyse the relation between geometry and spatial
intuition by a comparison of Veronese’s, Helmholtz’s and Poincaré’s concep-
tions of the geometrical space. According to Veronese, the representational
space, and the geometrical space as well, are not Euclidean nor have a deﬁnite
number of dimensions: that is why one can represent himself a space with four
dimensions and even a non-Archimedean continuum.
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1 Introduction 1
Veronese le premier a construit une géométrie non-archimédienne (une dizaine
d’années avant David Hilbert et avec une méthode synthétique plutôt qu’ana-
lytique) et il a développé un concept de continu, qui contient des éléments
inﬁnis et inﬁniment petits. Veronese est très connu chez les mathématiciens
pour ses études sur les espaces à plusieurs dimensions en utilisant la méthode
par projections et sections de Luigi Cremona. Moins connus sont les écrits
« philosophiques » qui concernent les fondements de la géométrie et des ma-
thématiques et les traits les plus saillants de la conception épistémologique de
Veronese.
L’article analysera le rapport entre géométrie et intuition spatiale, qui
était une question très controversée dans la deuxième moitié du dix-neuvième
siècle. Quel rapport y a-t-il entre l’espace physique dans lequel nous vivons,
l’espace dans lequel nous situons les objets perçus et représentés et l’espace
géométrique ? Dans les années soixante-dix du dix-neuvième siècle, Hermann
Helmholtz a essayé de donner une justiﬁcation philosophique de la géomé-
trie riemannienne et de la géométrie hyperbolique, qui avaient été démontrées
comme étant logiquement cohérentes. Helmholtz a fait une distinction entre
l’espace physique, qui est euclidien, et l’espace intuitif ou représentatif, qui
est compatible tant avec la géométrie euclidienne qu’avec les géométries non
euclidiennes, mais pas avec d’autres théories de l’espace. Selon le point de
vue de Helmholtz, on ne peut pas justiﬁer des géométries de l’hyperespace,
parce qu’une théorie géométrique doit inclure les propriétés de l’espace in-
tuitif, et l’espace intuitif ne peut avoir que trois dimensions. Pour légitimer
d’autres théories géométriques, par exemple la géométrie d’un espace à quatre
dimensions, Giuseppe Veronese et Henri Poincaré proposent deux solutions
diﬀérentes. Veronese soutient l’idée d’un accord nécessaire entre les propriétés
de l’espace, que nous découvrons par observation de certains objets physiques,
et les axiomes de la géométrie, mais il renonce à la restriction que l’espace
représentatif ait trois dimensions. Poincaré, au contraire, ne présuppose pas
que les axiomes de la géométrie s’accordent avec les propriétés de l’espace re-
présentatif. Il aﬃrme plutôt dans La science et l’hypothèse qu’on peut choisir
conventionnellement les axiomes qui décrivent l’espace, pourvu qu’ils soient
cohérents : le choix des axiomes reste libre, mais il est guidé par des faits
expérimentaux.
1. Le texte suivant est une nouvelle version d’une communication au Séminaire
des Archives Poincaré sur le concept d’espace. Je remercie tous les participants pour
les précieuses observations critiques dont j’ai tenu compte pendant la rédaction finale
du texte.
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2 La nature mixte de la géométrie : une
science formelle et expérimentale
En reprenant une distinction de Hermann Grassmann entre sciences formelles
et sciences réelles [Grassmann 1844, 22], Veronese partage les sciences en for-
melles (logique et mathématiques pures) et expérimentales (physique et méca-
nique). Les sciences formelles étudient les formes, c’est-à-dire les produits de la
pensée qui n’ont pas nécessairement une existence réelle, ou comme le dit Ve-
ronese, « les choses pensées qui n’ont pas nécessairement une image existant
dans un champ qui existe eﬀectivement en dehors de la pensée » [Veronese
1891, vii]. Les sciences expérimentales étudient les objets qui existent eﬀecti-
vement en dehors de la pensée. Dans les sciences formelles, la vérité dépend de
l’accord entre diﬀérents actes de la pensée, c’est-à-dire seulement du principe
de contradiction ; dans les sciences expérimentales la vérité dépend aussi de
l’accord entre la pensée et l’objet, ou mieux, de l’accord entre la pensée et la
représentation mentale de l’objet. Les prémisses des sciences formelles sont des
déﬁnitions ou hypothèses, parce qu’elles déterminent avec un acte créatif les
propriétés des entités idéales dont elles parlent ; les prémisses des sciences ex-
périmentales sont au contraire des axiomes, qui décrivent approximativement
les propriétés des objets réels.
La géométrie n’est pas une science formelle et elle n’est pas une science
expérimentale non plus, mais plutôt une science mixte : la nature de ses ob-
jets et de ses prémisses est double. Les objets de la géométrie sont en partie
purement idéaux, parce qu’ils sont des produits de la pensée, et en partie obte-
nus par abstraction, c’est-à-dire que leurs propriétés sont déterminées à partir
de l’observation de certains objets physiques concrets. Par l’application d’une
loi générale de la pensée nous pouvons aussi sortir au dehors du champ de
l’expérience et déterminer par exemple les propriétés d’une ligne illimitée. Le
concept de ligne droite illimitée est en eﬀet obtenu par quatre actes succes-
sifs d’abstraction : on observe un bâton très mince ; premièrement, on fait
abstraction des propriétés physiques du bâton et on retient seulement l’exten-
sion ; deuxièmement, on fait un passage à la limite en considérant la largeur
du bâton comme étant nulle ; troisièmement, on fait abstraction de toutes les
imperfections de l’objet ; quatrièmement, on sort du champ de l’expérience en
imaginant que le bâton s’étend sans ﬁn dans les deux directions.
La géométrie a une nature mixte non seulement parce que ses objets sont
en partie idéaux et en partie obtenus par abstraction des objets réels, mais
aussi parce que ses prémisses sont en partie empiriques et en partie semi-
empiriques et purement abstraites 2. Les prémisses empiriques sont des vérités
évidentes qu’on saisit par l’intuition quand on observe certains objets phy-
siques : par exemple la proposition suivante, qui déﬁnit les propriétés d’un
2. Veronese n’utilise pas le terme semi-empirique, qui a été introduit par Aldo
Brigaglia dans un article sur Giuseppe Veronese et la géométrie de l’hyperespace en
Italie [Brigaglia 1994, 256].
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segment rectiligne : « la droite, dans le champ de notre observation, est dé-
terminée par deux de ses points quelconques » [Veronese 1902, 435] 3. Les
prémisses semi-empiriques ont une origine empirique mais elles ne sont pas
vériﬁables empiriquement, parce qu’elles sortent du champ d’une observation
possible. Par exemple, la proposition « la ligne droite est déterminée par deux
de ses points quelconques », où par ligne droite on entend une ligne illimitée.
La distinction entre prémisses empiriques et prémisses semi-empiriques a été
probablement inspirée par les Éléments d’Euclide, où il y a deux prémisses
diﬀérentes pour le segment rectiligne et pour la droite illimitée. La géométrie
contient enﬁn des prémisses purement abstraites, qui concernent des objets qui
n’existent pas du tout dans le champ de l’observation : par exemple le postulat
du continu formulé par Dedekind, le postulat de l’espace à quatre dimensions,
l’hypothèse des parallèles, l’hypothèse de la divisibilité en parties d’une ligne
droite, les hypothèses de l’inﬁniment petit et de l’inﬁni actuel.
Est-ce qu’il y a alors un critère pour déterminer quelles prémisses géomé-
triques sont possibles ? Les prémisses empiriques sont déterminées par certains
phénomènes physiques (par exemple le mouvement d’un bâton) ; les prémisses
semi-empiriques et celles qui sont purement abstraites peuvent être choisies
librement à condition qu’elles ne soient pas elles-mêmes contradictoires et
qu’elles ne contredisent pas les prémisses précédemment admises, c’est-à-dire
les prémisses empiriques. Autrement dit, la condition pour que les prémisses
géométriques soient possibles n’est pas seulement la cohérence logique, mais
aussi la conformité à l’intuition de l’espace, c’est-à-dire aux propriétés intui-
tives spatiales exprimées dans les prémisses empiriques. Cette dernière condi-
tion, qui révèle que la géométrie est encore considérée comme science de l’es-
pace, distingue la géométrie des mathématiques pures : une théorie, qui nie les
propriétés élémentaires des objets physiques que nous connaissons par intui-
tion, n’est pas selon Veronese une géométrie mais plutôt une théorie mathé-
matique abstraite.
3. Les prémisses empiriques de la géométrie sont selon Veronese les suivantes :
1) Il y a des points distincts. Tous les points ne sont pas identiques. 2a) Il y a un
système de points à une dimension identique par rapport à la position de ses parties
et déterminé par deux de ses points et continu. Ce système s’appelle ligne droite.
2b) Il y a des points en dehors de la ligne droite. Chaque point qui n’appartient
pas à la droite détermine avec chacun des points de celle-ci une autre ligne droite.
3) Si deux lignes droites quelconques ont un point commun A, un segment (AB)
de l’une est identique à un segment (AB′) de l’autre. 4) Si un côté d’un triangle
quelconque devient indéfiniment petit, la différence entre les deux autres côtés devient
aussi indéfiniment petite. 5) Sur deux droites quelconques on choisit deux couples de
segments AB = XY et AC = XZ ; si le segment BC = Y Z, alors les deux droites
sont identiques.
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3 L’intuition géométrique
On a dit que selon Veronese une prémisse géométrique est possible, si elle
est compatible avec l’intuition de l’espace, mais qu’est-ce qu’on doit entendre
par intuition ? J’esquisserai brièvement les conceptions de Helmholtz, Klein,
Veronese. L’intuition géométrique est-elle une intuition empirique immédiate ?
Ou plutôt une intuition médiate à travers un concept ? Ou encore est-elle un
acte immédiat qui permet de saisir des objets purement idéaux ?
1. Si par intuition on entend un acte immédiat et direct lié à la perception
sensible, on doit admettre la perceptibilité immédiate comme condi-
tion de l’intuition d’un objet. Comme les entités géométriques ne sont
pas perceptibles, ni les objets géométriques ni les propriétés décrites
dans les axiomes ne peuvent être objet d’intuition (selon ce sens du
mot intuition).
2. Hermann Helmholtz déﬁnit l’intuition géométrique comme une intuition
médiate, dans laquelle un concept joue le rôle de médiateur. Nous pou-
vons avoir l’intuition d’un objet si nous pouvons formuler et spéciﬁer
d’une façon non ambiguë les impressions sensorielles déterminées par
l’objet dans nos sens [Helmholtz 1878, 231].
3. Felix Klein déﬁnit l’intuition géométrique comme un acte immédiat et
pas médiat qui permet de saisir des objets purement idéaux. Il fait une
distinction entre une intuition naïve et une intuition ﬁne. L’intuition
géométrique propre de tout homme adulte capable de former des images
géométriques est considérée comme naïve : elle se développe avec des
expériences mécaniques. Au contraire, l’intuition propre du géomètre,
pour qui les objets idéaux de la géométrie sont familiers, est appelée
ﬁne [Klein 1893, 225].
L’intuition géométrique est selon Veronese quelque chose de très proche,
comme il le dit lui-même, de l’intuition de Klein. Elle est le résultat de la
combinaison de l’intuition empirique et de l’abstraction [Veronese 1891, viii]
et pas une forme a priori transcendantale de l’esprit, comme le démontrerait le
fait que l’intuition des relations spatiales entre les objets n’est pas une qualité
innée, mais se développe grâce à l’habitude et à l’expérience. C’est pour cela
que l’intuition géométrique est mieux développée chez les géomètres et les
peintres [Veronese 1906, 13–14].
4 L’espace géométrique chez Helmholtz
Je reviens maintenant à la distinction entre espace physique, espace repré-
sentatif et espace géométrique. J’esquisserai seulement quelques traits de la
question : la présentation de certains problèmes relatifs aux fondements de la
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géométrie au dix-neuvième siècle sera peut-être simpliﬁée, mais nous permet-
tra de souligner les points les plus importants pour comprendre la diﬀérence
entre Veronese et Poincaré. Après la découverte des théories géométriques qui
sont aussi cohérentes que la géométrie euclidienne mais qui ne sont pas compa-
tibles avec elle, plusieurs mathématiciens (parmi lesquels Gauss) ont introduit
une distinction entre espace physique et espace géométrique abstrait et ont
considéré la géométrie comme une science expérimentale, qui décrit avec une
certaine approximation les propriétés de l’espace physique. La prééminence de
la géométrie euclidienne n’est pas expliquée par une nécessité logique, mais
par la présomption qu’elle décrit mieux la réalité ; pourtant la géométrie eu-
clidienne serait la vraie science de l’espace physique. La connaissance de l’es-
pace que la géométrie fournit n’est pas nécessaire (parce qu’elle est le résultat
d’une généralisation empirique) et ne peut pas être fondée purement a priori,
parce que sa vérité dépend des propriétés de l’espace physique, c’est-à-dire « de
quelque chose qui existe au dehors de nous et qui ne peut pas être seulement
un produit de notre esprit » [Gauss 1806, 201].
Pour justiﬁer la possibilité d’avoir l’intuition d’espaces non euclidiens et
pour fonder philosophiquement la science géométrique, Helmholtz introduit
une distinction entre espace physique et espace représentatif et essaie d’ex-
pliquer la raison de la cohérence des géométries non euclidiennes par l’accord
avec la représentation intuitive que nous avons de l’espace. Si l’espace eucli-
dien est la forme a priori de l’intuition et la géométrie est entendue comme
science de l’espace physique, elle ne peut pas être autre qu’euclidienne. Si au
contraire l’espace géométrique est considéré comme étant distinct de l’espace
physique, on peut soutenir qu’il est compatible avec la représentation intuitive
de l’espace. La forme a priori de l’intuition n’est pas l’espace décrit par la
géométrie euclidienne, mais un espace sous-déterminé par rapport à celui-là.
Pour aﬃrmer que l’espace est la forme a priori de l’intuition sans soutenir
que la géométrie euclidienne est la seule géométrie possible, Helmholtz dé-
termine en eﬀet un groupe minimal d’axiomes qui décrivent les propriétés a
priori de l’espace et qui sont communs à la géométrie euclidienne, à la géo-
métrie riemannienne et à la géométrie hyperbolique. D’une part, Helmholtz
croit qu’il y a un espace (semblable à la forme transcendantale kantienne) qui
est condition nécessaire de la connaissance spatiale, d’autre part, il nie que les
déterminations de l’espace euclidien soient a priori [Helmholtz 1878, 700–701].
Pour expliquer la diﬀérence entre une forme de l’espace que nous connaissons
a priori et l’espace euclidien que nous connaissons a posteriori, Helmholtz fait
une distinction entre l’espace représentatif ou intuitif et l’espace géométrique.
L’espace représentatif est unique et il est la condition de possibilité de l’ex-
périence ; l’espace géométrique au contraire est une description abstraite du
premier. Puisqu’il y a diﬀérentes descriptions de l’espace représentatif qui sont
également cohérentes au point de vue logique, l’espace géométrique n’est pas
unique ; il y a trois espaces géométriques diﬀérents : l’espace euclidien, l’es-
pace riemannien et l’espace hyperbolique. Les trois théories géométriques sont
toutes compatibles avec l’intuition de l’espace, parce que nous pouvons nous
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représenter un corps dans un espace non euclidien. La géométrie euclidienne est
la meilleure description de l’espace physique parce que ses axiomes décrivent
le mouvement des corps rigides en accord avec les lois de la mécanique.
Quel est l’avantage au point de vue philosophique de l’aﬃrmation qu’il y
a un espace intuitif qui est compatible avec les trois géométries nommées ? On
peut tout aussi bien déterminer un objet commun aux trois géométries qu’ex-
pliquer pourquoi on ne peut pas démontrer a priori la vérité de la géométrie
euclidienne. Toutefois, la possibilité d’un espace géométrique abstrait dépend
de l’accord avec l’intuition et en particulier avec l’intuition tridimensionnelle.
Selon Helmholtz, nous ne pouvons ni avoir l’expérience directe d’un objet dans
un espace à quatre dimensions ni imaginer quelles impressions sensorielles il
produirait en nous : donc, selon la déﬁnition d’intuition géométrique donnée
par Helmholtz, nous ne pouvons pas avoir l’intuition d’un tel objet.
Je résume alors la conception de Helmholtz, que je prends ici comme point
de départ de l’exposition de la diﬀérence entre Veronese et Poincaré. 1) D’une
part, Helmholtz distingue la possibilité abstraite d’une géométrie de l’existence
physique de l’espace qu’elle décrit et ainsi il justiﬁe les géométries non eucli-
diennes. 2) D’autre part, il soumet la possibilité d’avoir une représentation
d’une géométrie en accord avec l’intuition tridimensionnelle et c’est pour cela
qu’il nie la possibilité de la quatrième dimension.
Comment est-ce qu’on peut justiﬁer la géométrie de l’hyperespace ? Une
solution à cette question a été donnée aussi bien par Poincaré que par Veronese.
5 Espace géométrique et espace représentatif
chez Poincaré
Je présenterai d’abord la conception de l’espace de Poincaré ; ensuite je décrirai
de façon plus détaillée la conception de Veronese, qui est beaucoup moins
connue. Dans un article de 1894, qui a pour titre L’espace et la géométrie
et qui a été publié comme quatrième chapitre de La science et l’hypothèse,
Poincaré développe une analyse très précise de l’espace représentatif, pour
montrer qu’il y a des diﬀérences essentielles entre l’espace représentatif et
l’espace géométrique. L’espace géométrique, qui fait l’objet de la géométrie, est
continu ; il est inﬁni ; il a trois dimensions ; il est homogène, c’est-à-dire que
tous ses points sont identiques entre eux ; il est isotrope, c’est-à-dire qu’il n’y
a pas une direction privilégiée. L’espace représentatif, qui « sert de cadre à nos
sensations et à nos représentations », n’a pas toutes les propriétés nommées :
« il n’est ni homogène, ni isotrope ; on ne peut même pas dire qu’il ait trois
dimensions » [Poincaré 1902, 78–81].
Par exemple, l’espace visuel pur, qui sert de cadre aux impressions pure-
ment visuelles dues « à une image qui se forme sur le fond de la rétine », a
deux dimensions et n’est pas homogène, parce que les points qui sont au bord
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et ceux qui sont au centre de la rétine ne contribuent pas de façon égale à la
formation des images visuelles d’un objet.
L’espace visuel complet, qui sert de cadre aux impressions purement vi-
suelles et à certaines sensations musculaires qui nous donnent la notion de la
troisième dimension, n’est pas isotrope, parce que la troisième dimension ne
nous apparaît pas comme jouant le même rôle que les deux autres. En outre
il n’est pas nécessaire qu’il ait trois dimensions : c’est au contraire « un fait
d’expérience externe ».
Rien n’empêche de supposer qu’un être ayant l’esprit fait comme
nous, soit placé dans un monde où la lumière ne lui parviendrait
qu’après avoir traversé des milieux réfringents de forme compli-
quée. (. . . ) Un être qui ferait dans un pareil monde l’éducation
des ses sens, attribuerait sans doute quatre dimensions à l’espace
visuel complet. » [Poincaré 1902, 80]
L’espace moteur a trois dimensions, mais ceci n’est pas nécessaire : il est
plutôt le résultat d’une interaction entre nos organes sensoriels et le milieu
dans lequel nous vivons. Le sentiment de la direction est le produit d’une
association des sensations musculaires, laquelle est le résultat d’une habitude,
qui elle-même résulte des nombreuses expériences.
Sans aucun doute, si l’éducation de nos sens s’était faite dans
un milieu diﬀérent, où nous aurions subi des impressions diﬀé-
rentes, des habitudes contraires auraient pris naissance et nos
sensations musculaires se seraient associées selon d’autres lois.
[Poincaré 1902, 81]
L’espace géométrique a des propriétés diﬀérentes de celles de l’espace re-
présentatif : donc il ne peut pas être considéré comme nécessaire en tant que
forme a priori de l’intuition. Même l’espace représentatif, bien qu’il soit une
condition de l’expérience, n’est pas nécessaire : au contraire, rien n’empêche de
supposer que si notre milieu était diﬀérent, l’espace visuel complet ou l’espace
moteur auraient pu avoir quatre dimensions plutôt que trois.
Si l’idée d’un espace géométrique ne s’impose pas à notre esprit et ne
peut être fournie par aucune sensation isolée, comment est-elle née ? « Nous y
sommes amenés, répond Poincaré, en étudiant les lois suivant lesquelles les sen-
sations se succèdent » [Poincaré 1902, 83]. L’espace géométrique n’est pas un
cadre imposé à chacune de nos représentations, considérée individuellement,
sinon il serait impossible de se représenter une image dépouillée de ce cadre.
Nous ne nous représentons pas les corps extérieurs dans l’espace géométrique :
nous nous les représentons dans l’espace représentatif. Nous pouvons néan-
moins raisonner sur ces corps comme s’ils étaient dans l’espace géométrique,
c’est-à-dire dans un espace qui est déterminé par les lois suivant lesquelles se
succèdent nos images de ces corps. Nous pourrions aussi imaginer que de telles
lois soient diﬀérentes et ainsi nous raisonnerions sur les objets comme s’ils
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étaient dans un espace diﬀérent. Aﬃrmer que nous pouvons nous représen-
ter un espace, par exemple l’espace hyperbolique, veut dire que nous pouvons
raisonner comme si les corps étaient dans cet espace, c’est-à-dire que nous
pouvons supposer que les lois selon lesquelles se succèdent nos images de ces
corps soient diﬀérentes des lois selon lesquelles elles se succèdent eﬀectivement.
Mais pas trop diﬀérentes. Par exemple, si ces lois sont les lois qui déterminent
une géométrie non-archimédienne, nous ne pouvons pas raisonner comme si
les corps étaient dans un espace de ce genre.
6 La conception de l’espace chez Veronese
Veronese distingue l’espace géométrique de l’espace physique et de l’espace re-
présentatif en s’appuyant sur sa conception de l’intuition géométrique comme
combinaison d’intuition et d’abstraction. Il maintient, comme Helmholtz, que
la géométrie est une description de l’espace dont nous avons l’intuition, mais il
n’attribue pas à cet espace les mêmes propriétés qu’il attribue à l’espace eucli-
dien. L’ensemble minimal d’axiomes qui décrivent l’espace intuitif, ne coïncide
pas avec celui qui est donné par Helmholtz : l’espace intuitif, comme l’espace
géométrique, n’a pas un nombre déterminé de dimensions.
L’espace physique ne peut pas être déﬁni, parce qu’il n’est pas un concept :
il est le milieu qui contient les corps qui existent en dehors de nous et il est
déterminé par le champ de notre observation. Il est l’objet de la physique et
il a trois dimensions [Veronese 1895-7, 33–34]. L’espace intuitif ne peut pas
non plus être déﬁni, parce qu’il est une intuition : il est une représentation
idéalisée de l’espace physique et le milieu qui contient les représentations des
corps que nous percevons avec les sens. Il est lié à la perception sensible, de
laquelle il dépend. Quand nous percevons avec les sens (surtout le toucher et
la vue) la présence des corps au dehors de nous, nous avons aussi l’idée qu’il y
a un certain milieu qui contient ces corps et dans lequel chaque corps occupe
une place déterminée [Veronese 1905, 210].
L’espace géométrique peut être déﬁni, parce qu’il est un concept, un pro-
duit abstrait du raisonnement humain [Veronese 1905, 202]. L’espace géomé-
trique est obtenu par abstraction de l’espace intuitif : il ne contient ni les objets
physiques réels ni les représentations sensibles correspondantes, mais des enti-
tés purement abstraites. L’espace géométrique est déﬁni comme un système de
points ayant la propriété suivante : pour chaque ﬁgure qu’on peut construire,
il y a au moins un point en dehors. Cela veut dire que, si on considère une
ﬁgure à n dimensions, on peut toujours construire une autre ﬁgure qui ait n+1
dimensions. Donc il y a des espaces géométriques qui ont trois dimensions, des
espaces qui en ont quatre et ainsi de suite.
L’espace géométrique euclidien est déﬁni selon son concept non comme une
description abstraite de l’espace physique, mais comme un cas particulier et
à trois dimensions d’un espace géométrique général, qui n’a pas un nombre
déterminé de dimensions.
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(. . . ) les propriétés [de cet espace] qu’on ne peut pas démontrer
(et donc qu’on assume comme prémisses) dérivent en partie de
l’observation externe et en partie de certains principes abstraits
qui ne contredisent pas les propriétés empiriques ; les ﬁgures, au-
tant que le point garde sa signiﬁcation primitive, sont toujours
accompagnées par l’intuition spatiale. [Veronese 1891, 211] 4
Les ﬁgures de l’espace général sont accompagnées par l’intuition. Donc on
peut aussi avoir l’intuition d’espaces qui ont plus de trois dimensions et cela
est vrai, parce que l’espace intuitif n’est pas déﬁni comme ayant un nombre
déterminé de dimensions. Cela n’est pas dit explicitement par Veronese, mais
on peut le déduire des trois faits suivants.
1. Premièrement, puisque l’espace physique a trois dimensions, si nous
voulons appliquer la géométrie à cet espace, nous devons poser comme
axiome pratique que l’espace intuitif a trois dimensions : « L’espace in-
tuitif est une ﬁgure avec trois dimensions par rapport à ses points »
[Veronese 1891, 454]. Cela veut dire qu’on ne peut pas aﬃrmer que
l’espace intuitif ait trois dimensions si on ne pose pas explicitement cela
comme axiome. En particulier, cet axiome est nécessaire seulement pour
l’application de la géométrie à l’espace physique. D’autres axiomes né-
cessaires pour cette application pratique de la géométrie sont l’axiome
du mouvement des corps rigides et l’axiome des parallèles. On peut donc
aﬃrmer qu’entre les propriétés qui caractérisent l’espace intuitif, il n’y
a pas ces caractéristiques de l’espace euclidien. Donc l’espace intuitif
est compatible avec les géométries non euclidiennes et avec la géomé-
trie de l’hyperespace ou, autrement dit, on peut avoir l’intuition de ces
géométries.
2. Deuxièmement, dans un espace à quatre dimensions le point est tout à
fait comme le point d’un espace à trois dimensions, c’est-à-dire que nous
pouvons avoir l’intuition du premier exactement comme nous pouvons
avoir l’intuition du deuxième :
[Dans la déﬁnition d’espace général] le point n’est ni un sys-
tème de nombres ni un objet quelconque, mais le point exac-
tement comme nous nous le représentons dans l’espace ordi-
naire. Les objets composés de points sont des objets (ﬁgures)
auxquels nous appliquons continuellement l’intuition spatiale
combinée avec l’abstraction, et donc la méthode synthétique.
[Veronese 1891, 610] 5
4. “Lo spazio generale è dato da un sistema di punti tale che, data o costruita
una figura qualunque vi è almeno un altro punto fuori di essa; le cui proprietà non
dimostrabili derivano in parte dall’osservazione esterna e in parte da principi astratti
che non contraddicono alle prime; e le figure, finché il punto conserva il suo primitivo
significato sono sempre accompagnate dall’intuizione spaziale.”
5. “(. . . ) il punto non è né un sistema di numeri, né un oggetto di natura qualsiasi,
ma il punto tale e quale ce lo immaginiamo nello spazio ordinario; e gli oggetti
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3. Troisièmement, Veronese attribue explicitement au concept d’une intui-
tion de l’hyperespace un sens : ce concept peut être compris seulement
si on considère l’intuition géométrique comme le résultat de la combi-
naison de l’intuition et de l’abstraction. Comment pouvons-nous avoir
l’intuition d’un espace à quatre dimensions ? Veronese utilise un exemple
qu’on peut trouver aussi chez Helmholtz [Helmholtz 1876, 668], Poin-
caré [Poincaré 1902, chap. 5] et qu’on retrouve dans un célèbre livre de
Edwin Abbott, Flatland :
Imaginons-nous qu’il existe dans le plan un être doué de
raison qui a deux dimensions ; imaginons en outre que son
monde est le plan et que cet être peut prouver par son expé-
rience seulement l’existence de la partie du plan dans laquelle
il fait ses observations. Pour mieux imaginer cet être hypo-
thétique, imaginons notre ombre sur un plan ; à chacun de
nos mouvements correspond un mouvement de l’ombre et si
nous faisons abstraction de notre personne, cette ombre nous
apparaît comme un être qui vit et se meut sur le plan. [Ve-
ronese 1891, 457] 6
Si nous supposons que notre ombre puisse imaginer avec sa raison qu’en de-
hors du plan existe un point, nous pourrions aﬃrmer que l’ombre parvient à la
représentation de l’espace tridimensionnel exactement comme nous parvenons
à imaginer l’espace à quatre dimensions. Maintenant si nous nous mettons à
la place de notre ombre, ou mieux de cet être hypothétique doué de raison,
nous pouvons supposer logiquement qu’en dehors de notre espace il y ait un
autre point et en conclure l’existence idéale de l’espace à quatre dimensions
[Veronese 1891, 458].
Veronese ne propose pas seulement cette expérience mentale, mais aussi
une manière de représenter une ﬁgure à quatre dimensions sur une feuille,
c’est-à-dire sur un plan. Je ne présente pas en détail cette procédure, qui est
très compliquée. J’ajoute seulement qu’elle est basée sur une méthode par
projections et sections et je résume les observations conclusives de Veronese.
Si on recourt à l’abstraction, « il semble qu’on ait presque l’intuition d’une
ﬁgure à quatre dimensions représentée sur le plan, tandis que ce fait est le
résultat de cette abstraction combinée avec l’intuition spatiale » ; cette illusion
composti di punti sono oggetti (figure) a cui applichiamo continuamente l’intuizione
spaziale combinata coll’astrazione, e quindi il metodo sintetico.”
6. “Immaginiamo che nel piano, esista un ente ragionevole a due dimensioni, il cui
mondo non sia che il piano e che colla sua esperienza possa provare soltanto l’esistenza
della parte del piano in cui esso può eseguire le sue osservazioni. Per immaginarci
meglio questo essere ipotetico, figuriamoci la nostra ombra sopra un piano; ad ogni
nostro movimento corrisponde un movimento di essa, e se noi facciamo astrazione
dalla nostra persona, ci pare che quell’ombra sia un ente che abbia vita e si muova
nel piano.”
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n’est jamais complète mais elle permet d’imaginer la projection d’une ﬁgure à
quatre dimensions dans l’espace ordinaire [Veronese 1891, 612] 7.
Veronese croit donc que nous pouvons nous représenter un espace à quatre
dimensions, bien que nous n’en puissions pas avoir une intuition complète. Là
où l’intuition n’arrive pas, arrive l’abstraction, qui est très développée chez
les géomètres comme chez les peintres : se représenter une ﬁgure à quatre di-
mensions dans l’espace ordinaire n’est pas autre chose que peindre un corps
tridimensionnel sur une toile. La possibilité de se représenter des hyperespaces
dépend de l’introduction d’un concept d’intuition géométrique, qui est radica-
lement diﬀérente de l’intuition dont parle Euclide. Ce concept d’intuition géo-
métrique est une extension du concept d’intuition spatiale, qui joue le rôle de
critère de distinction entre théories mathématiques et théories géométriques.
Le fondement intuitif, qui, selon Kant, était un trait commun à la géométrie
et aux mathématiques, devient chez Veronese le critère de distinction entre
les deux sciences. Comme on l’a dit en exposant sa conception de la géomé-
trie, on ne peut pas poser comme prémisses des hypothèses qui contredisent
les axiomes empiriques, qui expriment les propriétés de l’intuition spatiale.
Par exemple on ne peut pas nier qu’un segment rectiligne est déterminé par
deux de ses points ou qu’un cercle est déterminé par trois de ses points. Juste
parce qu’il dérive d’une combinaison de l’intuition empirique et de l’intuition
abstraite, l’espace géométrique doit garder les propriétés que nous attribuons
intuitivement aux objets situés dans un espace tridimensionnel.
L’accord avec l’intuition spatiale sépare la géométrie d’autres théories ma-
thématiques et limite la possibilité de choisir conventionnellement les prémisses
géométriques : c’est là un des points où la position de Veronese diﬀère le plus
de celle de Poincaré, qui nomme géométrie la théorie de l’hyperboloïde à une
nappe, qui a pour axiome une proposition qui contredit selon Veronese notre
intuition spatiale. La proposition est la suivante : « Il est impossible de faire
coïncider une droite avec elle-même par une rotation réelle autour d’un de ses
points, ainsi que cela a lieu dans la géométrie d’Euclide quand on fait tourner
une droite de 180◦ autour d’un de ses points » [Poincaré 1887, 82].
Poincaré dit explicitement que la raison pour laquelle la géométrie de l’hy-
perboloïde à une nappe avait échappé aux théoriciens de son temps était préci-
sément le fait qu’elle entraîne des propositions qui étaient considérées comme
implicitement fausses parce que trop contraires aux habitudes de notre esprit.
Ce qui est selon Veronese la raison pour laquelle elle ne peut pas être considérée
comme une géométrie.
7. “(. . . ) pare quasi di avere l’intuizione di questo fatto, mentre esso è il risultato
di questa astrazione combinata colla intuizione spaziale. Certo che la illusione non è
completa come nella rappresentazione piana, perché dovremmo intuire la retta PX
in modo da non avere che un solo punto con (ab), e ciò è impossibile, perché non
intuiamo completamente che lo spazio a tre dimensioni. Ma come questa illusione
non è necessaria per la costruzione della rappresentazione piana di una figura a tre
dimensioni, non lo è neppure in quella delle figure a quattro o a più di quattro
dimensioni nello spazio ordinario.”
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7 Poincaré et Veronese : quelle relation y
a-t-il entre espace représentatif et espace
géométrique ?
Je peux maintenant répondre à la question que j’avais posée auparavant, c’est-
à-dire comment peut-on justiﬁer la géométrie de l’hyperespace, en comparant
les réponses de Poincaré et de Veronese.
Poincaré nie la condition que la possibilité abstraite d’une géométrie soit
soumise à l’accord complet avec l’espace représentatif, qui sert de cadre à nos
sensations et à nos représentations. Il admet pourtant la possibilité de choisir
conventionnellement les axiomes de la géométrie. Il n’y a pas d’autres condi-
tions que la cohérence pour la possibilité abstraite d’un espace géométrique,
mais il y a des conditions pour qu’on puisse se représenter cet espace : on
peut se représenter un espace non euclidien ou un espace à quatre dimensions
mais on ne peut pas se représenter un espace non-archimédien, parce que ceci
présuppose un continu de troisième ordre et diﬀère donc trop profondément
de l’espace ordinaire.
Veronese au contraire maintient que l’espace géométrique doit s’accorder
avec l’intuition de l’espace, mais il nie que l’espace intuitif soit tridimension-
nel ou archimédien. Il refuse la possibilité de choisir conventionnellement les
axiomes d’une géométrie, mais il soumet les axiomes à l’accord avec l’intui-
tion spatiale exprimée dans les prémisses empiriques : celles-ci ne peuvent
pas être niées.
Toutes les théories géométriques compatibles avec ces prémisses sont re-
présentables : la géométrie hyperbolique, la géométrie riemannienne, la géo-
métrie de l’hyperespace aussi bien que la géométrie non-archimédienne. Il y
a aussi d’autres théories cohérentes, qui décrivent des propriétés de points et
de droites, mais qui ne sont pas des géométries, parce qu’elles contredisent les
prémisses empiriques : ce sont plutôt des théories mathématiques abstraites.
La condition selon laquelle les axiomes s’accordent avec l’intuition spatiale
exprimée par les prémisses empiriques n’est pas une limitation superﬂue de la
liberté de choisir les axiomes. Cette condition joue, selon moi, un rôle impor-
tant dans l’épistémologie de Veronese : elle fournit un critère de distinction
entre la géométrie comme science de l’espace et les mathématiques pures. C’est
en eﬀet par les prémisses empiriques que la géométrie est caractérisée comme
science mixte et pourtant distincte des sciences formelles.
Poincaré au contraire ne soumet la possibilité géométrique à aucune condi-
tion supplémentaire par rapport aux mathématiques. Il n’utilise donc pas ce
critère pour faire une distinction entre possibilité géométrique et possibilité
mathématique, bien qu’il dise que le choix des axiomes géométriques est guidé
par des faits expérimentaux. Poincaré considère comme géométriquement pos-
sible beaucoup plus de théories que Veronese, mais il considère qu’il y a moins
de théories géométriques qui soient représentables intuitivement. En particu-
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lier, bien qu’il admette que la géométrie de l’hyperespace pourrait être re-
présentable si le milieu dans lequel nous vivons était diﬀérent, il aﬃrme que
nous ne pouvons pas imaginer un espace non-archimédien. Notre espace re-
présentatif est selon lui incompatible avec une telle géométrie, parce qu’elle
modiﬁe radicalement notre notion habituelle de continu de deuxième ordre et
diﬀère pourtant « beaucoup trop profondément de notre espace ordinaire »
[Poincaré 1902, 93].
Veronese dit au contraire que la géométrie non-archimédienne contient des
hypothèses purement abstraites, qu’on peut accepter ou refuser, mais qui ne
sont pas en contraste avec l’intuition spatiale. Bien que je n’aille pas expo-
ser de façon détaillée la notion du continu non-archimédien de Veronese ni la
comparer avec les observations de Poincaré sur le continu mathématique, j’es-
sayerai néanmoins d’esquisser brièvement la diﬀérence entre les deux auteurs
à ce propos.
8 Le continu de deuxième ordre et le continu
non-archimédien
Je présente ici la conception du continu qu’on trouve dans la Science et l’Hy-
pothèse et je ne mentionne pas les élaborations successives de Poincaré sur la
notion de continu. On peut ainsi mieux comprendre la diﬀérence essentielle
qui sépare Veronese de Poincaré à cette époque.
Poincaré identiﬁe le continu mathématique avec le continu des nombres
réels. Cette notion de continu est obtenue par des accroissements successifs du
domaine des nombres et implique pourtant que les éléments du continu soient
extérieurs les uns aux autres. Le concept de continu mathématique, qui est
un système ordonné de points, s’oppose au concept de continu physique, qui
est le continu que nous percevons avec les sens. On a observé — aﬃrme Poin-
caré — qu’on ne peut pas distinguer un poids de 10 grammes et un poids de
11 grammes et de même un poids de 11 grammes d’un poids de 12 grammes,
mais qu’on peut facilement distinguer le premier du dernier. Ce qui est ex-
primé par les relations suivantes : A égale B, B égale C, A est plus petit que
C (A = B,B = C,A < C), relations que Poincaré considère comme la formule
du continu physique (SH, 51). Il y a là une contradiction, que les mathémati-
ciens éliminent en créant un continu mathématique, qui puisse décrire de façon
adéquate le continu physique. Le vrai continu mathématique est un ensemble
d’individus extérieurs les uns aux autres : il s’oppose donc à la conception
ordinaire de continu, « où l’on suppose entre les éléments du continu une sorte
de lien intime qui en fait un tout, où le point ne préexiste pas à la ligne, mais
la ligne au point » [Poincaré 1902, 48].
La conception de Veronese est radicalement diﬀérente. Premièrement le
vrai continu mathématique n’est pas le continu analytique des nombres réels,
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mais plutôt un continu synthétique, c’est-à-dire un système ordonné de seg-
ments et pas de points. La ligne en eﬀet préexiste au point, qui n’est autre
qu’un signe de séparation de segments sur une ligne. Les propriétés du continu
synthétique ne correspondent pas nécessairement à celles du continu analy-
tique : en particulier il n’est pas nécessairement vrai que, si A est plus petit
que B (A < B), il y ait toujours un nombre naturel n tel que le produit de n
par A sera plus grand que B (nA > B). C’est-à-dire, le continu synthétique
peut être non-archimédien et contenir des segments inﬁniment petits (c’est-à-
dire qui ne peuvent jamais devenir plus grands que d’autres segments donnés)
et inﬁniment grands. Veronese associe ensuite des nombres à ces segments et
il obtient un système ordonné non-archimédien. Poincaré ne comprend pas
l’originalité de la construction synthétique de Veronese et dans un compte
rendu de l’œuvre de Hilbert de 1904 il aﬃrme que Veronese développe « une
véritable arithmétique et une véritable géométrie non-archimédiennes où les
nombres transﬁnis de Cantor jouent un rôle prépondérant » [Poincaré 1904].
Au contraire, les nombres de Veronese sont introduits avec un procédé synthé-
tique radicalement diﬀérent de celui de Cantor et en conséquence ils ont des
propriétés diﬀérentes. Veronese peut étendre aux nombres inﬁniment grands
les propriétés des nombres réels, tandis que les transﬁnis de Cantor ne sont pas
commutatifs par rapport à la somme. En outre, il n’y a pas dans le continu
de Veronese un premier nombre inﬁni par rapport aux nombres réels, tandis
qu’il y a un premier nombre transﬁni dans le système de Cantor. Il y a donc
une diﬀérence essentielle entre le continu analytique dont parle Poincaré et le
continu synthétique de Veronese, bien que Poincaré ne semble pas capable de
la comprendre.
Deuxièmement, Veronese diﬀère de Poincaré parce qu’il croit que le continu
mathématique, s’il est conçu synthétiquement, donne une description adéquate
du continu intuitif. Poincaré au contraire soutient que le continu mathématique
s’oppose à la conception ordinaire du continu.
Enﬁn, selon Veronese le continu non-archimédien ne contredit nullement
les propriétés du continu intuitif, parce que les segments inﬁniment petits ne
sont pas observables. Le continu non-archimédien est donc aussi représentable
qu’un espace à quatre dimensions. C’est là une troisième diﬀérence : Poin-
caré au contraire soutient que nous ne pouvons pas imaginer un espace non-
archimédien, parce qu’il diﬀère trop profondément de notre espace ordinaire.
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